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Matrices enStelsels

1. Matrices

§ 1. Begrippen� Wat wordtervanjou verwacht?

1. Wetenwat menmetdevolgendebegrippenbedoeltendezebegrippenook
zelf kunnengebruiken:matrix, rijen, kolommen,dimensievaneenmatrix,
diagonaalelementen,symmetrischematrix,directe-wegen-matrix.

2. Elk elementvan de matrix kunnenindexeren,d.w.z. kunnenbeschrijven
metrij- enkolomnummerenomgekeerdm.b.v. rij- enkolomnummerele-
mentenkunnenbepalen.

3. Wetenwanneermatricesgelijk zijn.� Waarvind je detheorie?boekblz. 3 t.e.m.6.� Welke oefeningenmoetje minimaalmaken? oef. 1; 2(3,4,6);3(1,2a,2c,3a);4;
5; 8 en10boekblz. 26 t.e.m.29.

TAAK 1.1
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§ 2. Bewerkingenmet matrices
 Wat wordtervanjou verwacht?

1. Wetenwat menmetdevolgendebegrippenbedoeltendezebegrippenook
zelf kunnengebruiken: nulmatrix, tegengesteldematrix, eenheidsmatrix,
diagonaalmatrixenscalairematrix.

2. Wetenwanneer2 maticesoptelbaarzijn endezeookkunnenoptellen.
Eenmatrixmeteengetalkunnenvermenigvuldigen.
Wetenwanneer2 matricesvermenigvuldigbaarzijn en dezeook kunnen
vermenigvuldigen.
Eendiagonaalmatrixtot eenmacht kunnenverheffen en goedwetendat
dezeeigenschapalleenmaargeldtvoordiagonaalmatrices!!!!!!!!!!!!!!!

3. Wetenaanwelke eigenschappendebovenstaandebewerkingenonderwor-
penzijn endezeeigenschappenkunnentoepassen.
 Waarvind je detheorie?in het"zelfstandig-werk-pakket"
 Welke oefeningenmoet je minimaalmaken? oef. 11(2); 12(5); 13(3); 17(3);

19(3);20(2,4);21(2);22(4);23;25; 26(5)en27 boekblz. 29 t.e.m.34.
Ookdeoefeningenuit het"zelfstandig-werk-pakket".

A. Optellen van matrices

De verantwoordelijke voor de handboeken van onscollege besteldeop 13.7.99de vol-
gendeaantallenboeken:
 voor heteerstejaar:

16 godsdienstboeken,14 boekenNederlandsen12 wiskundeboeken
 voor hettweedejaar:
14 godsdienstboeken,12 boekenNederlandsen18 wiskundeboeken
 voor hetderdejaar:
24 godsdienstboeken,30 boekenNederlandsen32 wiskundeboeken
 voor hetvierdejaar:
4 godsdienstboeken,8 boekenNederlandsen14 wiskundeboeken
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Op 18.8.99werdvolgendebijbestellinggevraagd:� voor heteerstejaar:
16 godsdienstboeken,34 boekenNederlandsen24 wiskundeboeken� voor hettweedejaar:
4 boekenNederlandsen10wiskundeboeken� voor hetderdejaar:
8godsdienstboeken,6boekenNederlandseneenteruggavevan14wiskundeboeken� voor hetvierdejaar:
4 godsdienstboeken

Wenoterennu beidebestellingenin eenmatrix:� eerstebestelling:

god Ned wis

A � 
�������
� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �

� �������
eerstejaar

tweedejaar

derdejaar

vierdejaar� tweedebestelling:

god Ned wis

B � 
�������
� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �

� �������
eerstejaar

tweedejaar

derdejaar

vierdejaar

Hoeveelboekenwerdener in hettotaalbesteldenmoetenper1 september1999geleverd
zijn? Vul aan:

god Ned wis

C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�������
� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � �

� �������
eerstejaar

tweedejaar

derdejaar

vierdejaar
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WenoemendematrixC desomvanbeidematricesA enB.

Let op: de matrix A telt � � � rijen en � � � kolommenen de matrix B telt � � � rijen en � � �
kolommen.Hetzijn dusbeidematricesuit ��� � � ��� � � . Wat is dedimensievandesom-matrix
C? ..............
Wegaannualgemeenwerkenmetmatricesuit � m � n .

1. Wanneerzijn tweematrices� ai j � m � n en � bi j � k � l optelbaar?
.....................................................................................
Wat is dedimensievandesom-matrix?............

2. Hoetellenwe tweeoptelbarematricesop?� ai j � m � n � � bi j � � � � � � � � � � ci j �!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
De gebruikelijke eigenschappenzoalscommutativiteit enassociativiteit blijvenhier gel-
den,dus:
A � B � ................."
A � B # � C � .................

We willen nu bij eenmatrix A eenmatrixoptellenwaarvandeelementenallemaalnullen
zijn: $

2 4 % 7
0 1 % 2& � $ 0 0 0

0 0 0& � $ � � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � � &
Zo’n matrix waarvandeelementenallemaalnul zijn, wordt eennulmatrix genoemden
voorgestelddooreengrote0.

Welke matrix zullen we bij de gegeven matrix moetenoptellenom de nulmatrix uit te
komen?Hoezullenwedezete zoekenmatrixnoemen?................$

2 4 % 7
0 1 % 2& � $ � � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � � & � $ 0 0 0

0 0 0&
Dusstellenwe

A � $ 3 % 5 9% 2 0 8&
danis % A � $ � � ��� � ��� � �� � ��� � ��� � � &
Hieruit volgt hetverschilvanmatrices:B % C �'� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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B. Vermenigvuldigenvan eenmatrix met eengetal

De verantwoordelijke voor de handboeken van onscollege besteldeop 13.7.99de vol-
gendeaantallenboeken:( voor hetvijfde jaar:

4 godsdienstboeken,6 boekenNederlandsen9 wiskundeboeken( voor hetzesdejaar:
2 godsdienstboekenen4 wiskundeboeken

In matrixnotatiegeeftdit:

A )�* + + +�+ + +�+ + ++ + +�+ + +�+ + + ,
Op 18.8.99werdhetdubbelaantalhandboekenbesteldalsop 13.7.99. In matrixnotatie
geeftdit:

2 - A )�* + + +�+ + +�+ + ++ + +�+ + +�+ + + , ) 2 -.* + + +�+ + +�+ + ++ + +�+ + +�+ + + ,
Devolgendeeigenschappenzijn evident: / r0 s 132 enA 0 B 142 m 5 n 6( r / A 7 B 6 ) rA 7 rB( / r 7 s 6 A ) rA 7 sA( / r - s 6 A ) r / sA 6
Bestudeerde twee toepassingenin je handboekblz. 10 en 11 en maakvervolgensde
opgegevenoefeningen11-19blz. 29-32.

C. Vermenigvuldigenvan matrices

De familie GOEDKOOPwil gaanwinkelen.Zij verlangendevolgendeaankopen:10 kg
aardappelen,1 brood,2 kg rundsvleesen1 baklimonade.
Pa GOEDKOOPgaatnaardrie warenhuizenin deregio ennoteertdeprijzenin eenprij-
zenmatrixP: (deprijzenzijn in fr/kg, fr/stukof fr/bak)

aar bro run lim
kg st kg bak

P )98:::; + + +�+ + +�+ + +�+ + ++ + +�+ + +�+ + +�+ + ++ + +�+ + +�+ + +�+ + +
< ===> IDLA

BG

IDE

PaGOEDKOOPvuurtnu devolgendevragenaf op zijn kroost:
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Als je in deBG gaatwinkelen,hoeveelbetaalje danvoor:

10 kg aardappelen? 5 @ 10 ?'A A A
1 brood ?'A A A @ 1 ?'A A A

2 kg rundsvlees?'A A A @ 2 ?'A A A
1 baklimonade?'A A A @ 1 ?'A A A

Weschrijvennudetotaalte betalensomin deBG:

5 @ 10 BCA A A @ A A A BDA A A @ A A A BDA A A @ A A AE?!A A A A A A totaalte betalen.

In deIDLA is dit:A A A @ A A A BDA A A @ A A A BDA A A @ A A A BDA A A @ A A AE?'A A A A A A totaalte betalen.

In deIDE is dit:A A A @ A A A BDA A A @ A A A BDA A A @ A A A BDA A A @ A A AE?'A A A A A A totaalte betalen.

Welk warenhuisis hetgoedkoopste?.................................

Pa GOEDKOOPvindt datdit wiskundigerkanenmoet. Hij schrijft deaankopenin een
kolommatrixA endetotaalte betalensommenin eenkolommatrixS:

A ? FGGGGGGH A A AA A AA A AA A A
I JJJJJJK

kg aardappelen

brood

kg rundsvlees

baklimonade

S ? FGGGH A A AA A AA A A
I JJJK IDLA

BG

IDE

PaGOEDKOOPneemteenstukjepapierenschrijft: P @ A ? S
Jemoetrijen enkolommenvermenigvuldigen,mompelthij. Zijn zonenendochtersbe-
grijpener hoelangerhoemindervan.En jullie?
Vul aanenprobeerderedeneringte begrijpen:FGGGH A A A�A A A�A A A�A A AA A A�A A A�A A A�A A AA A A�A A A�A A A�A A A

I JJJK @
FGGGGGGH A A AA A AA A AA A A

I JJJJJJK ?
FGGGH A A A @ A A A BCA A A @ A A A BCA A A @ A A A BDA A A @ A A AA A A @ A A A BCA A A @ A A A BCA A A @ A A A BDA A A @ A A AA A A @ A A A BCA A A @ A A A BCA A A @ A A A BDA A A @ A A A

I JJJK ? FGGGH A A AA A AA A A
I JJJK
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Wat stellendegetallenin delaatstekolommatrixS voor?....................
Hoevind je bijvoorbeeld1265?
Dit is hetelementopde L L L rij vanS ende L L L kolomvanS. Dit elementbekomenwedus
doordeelementenvande L L L rij vandematrix L L L te .........................metdeelementen
vande L L L kolom vandematrix L L L envervolgensdezeproducten..................................
Wenoemendematrix L L L hetproductvanbeidematricesL L L en L L L .
Let op: de matrix P telt L L L rijen en L L L kolommenen de matrix A telt L L L rijen en L L L
kolom. Merk op dat het aantalrijen van de product-matrix L L L gelijk is aanhet aantal
.................vandematrix L L L . Bovendienis hetaantalkolommenvandeproduct-matrixL L L gelijk is aanhet aantal................. van de matrix L L L . Wat is de dimensievan de
product-matrixS? ..............

Wegaannualgemeenwerkenmetmatricesuit M m N n .

1. Wanneerzijn tweematricesO ai j P m N n en O bi j P k N p vermenigvuldigbaar?
.....................................................................................
Wat is dedimensievandeproduct-matrixO ci j PRQ O ai j PES O bi j P : ............

2. Hoevermenigvuldigenwedezetweevermenigvuldigbarematrices?
Schrijf hetelementc21 eensvoluit:

c21 Q
Bij het opstellenvan matrices,die je later moetoptellenen/of vermenigvuldigen,
moetje dusook goedoplettendat je de volgorderespecteert.Jevermenigvuldigt
niet zomaarrijen metkolommen,zij moetenookmetelkaarovereenkomen:
In je uitdrukking voor s21 (dit geeft aanhoeveel .................................................)
geeftp23 aan.................................................................. engeefta31 aan
...................................................................

Nu in hetalgemeen:O ai j P m N n S O bi j P T T T T T T T Q O ci j Q L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L P T T T T T T T
We oefenennu eerstdit vermenigvuldigenin aandehandvandeopgegevenoefeningen
20-22.
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Wegaannuevenstilstaanbij deeigenschappenvandevermenigvuldigingvanmatrices.

1. Is devermenigvuldigingvanmatricescommutatief: U U U V U U UXWYU U U V U U U ?Z Als

A W�[ 2 4
0 1\ en B W�[ ] 1 2 0

3 ] 2 1\
danis

A V B W
en

B V A WZ Als A V B enB V A bestaan,geldtdanwel datA V B W B V A?
Als

A W_^` 2 4
0 1] 1 1

ab
en B W [ ] 1 2 0

3 ] 2 1\
danis

A V B W
en

B V A W
Dusin hetalgemeen:.............................

2. Is devermenigvuldigingvanmatricesdistributief t.o.v. deoptelling?
Bekijk terugoefening21c 2d blz. 32. Conclusie:

3. Of devermenigvuldigingvanmatricesook associatiefis, gaanwe naaandehand
vandevolgendecontext.

Een distributieketenORKAM biedt haarklanten-winkeliers eenreekspakketten
groentenen vleesaan. Zij heeftook tweesoortenklanten: bevoorrechten,d.w.z.
regelmatigeafnemersencontantebetalers,engewoneklantendieaf entoeafnemer
zijn of niet contantbetalen.Bevoorrechteklantenkrijgen steedseeninteressante
prijs.



1. MATRICESEN STELSELS 9e VoordemaandseptemberbiedtORKAM volgendepakkettenaan:

– pakket 1:
100kg groentenen10 kg vlees.

– pakket 2
90 kg groentenen20kg vlees.

– pakket 3
80 kg groentenen30kg vlees.

Vul nu deaanbiedingsmatrixA aan:

p 1 p 2 p 3

A fhgi4j j j�j j j�j j jj j j�j j j�j j j
kl

groenten

vleese TweewinkeliersW1 enW2 reagerenop dit aanbodenbestellen:

– winkelier1:
60 maalpakket 1, 70 maalpakket 2 en50maalpakket3.

– winkelier2:
80 maalpakket 1, 90 maalpakket 2 en100maalpakket 3.

Westoppendit in eenbestellingsmatrixB:

w 1 w 2

B f gmmmi j j j�j j jj j j�j j jj j j�j j j
k nnnl p 1

p 2

p 3e Degemiddeldekostprijsperkilogramvandegroentenenhetvleesis alsvolgt
vastgelegd:

– voor groenten:
10 fr/kg voor bevoorrechteklantenen12 fr/kg voor gewoneklanten.

– voor vlees:
200fr/kg voorbevoorrechteklantenen250fr/kg voor gewoneklanten.

Vul nu deprijs-matrixC aan:

gro vle

C f9gi j j j�j j jj j j�j j j
kl

bevoorrechten

gewonen
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DEEL Ao ORKAM wil wetenhoeveelkg groentenenvleeselkewinkelierbestelde.
Welkematrixvermenigvuldigingmoetenzij nu uitvoeren:.......................
Schrijf vervolgensdezematrix-vermenigvuldiginguit. (Schrijf telkensdebe-
tekenisvandeelementenbovenderijen ennaastdekolommen,zodatwegoed
wetenwaarwemeebezigzijn, ook in deproduct-matrix!)p p p q p p pEro Wat steltdanC q s A q B t voor?....................................................................
..................................................................................................................
Schrijf dit uit. (Schrijf telkensdebetekenisvandeelementenbovenderijen
ennaastdekolommen,zodatwe goedwetenwaarwe meebezigzijn, ook in
deuitkomst!)

C q s A q B t ro Wij hebbenduseerstberekend....................................................
Vervolgenshebbendit tussenresultaataandelinkerkant/rechterkantvermenig-
vuldigdmet................................................................................
Dit gafalseindresultaat:.....................................................................

DEEL B
Door deberekeningenin eenanderevolgordeuit te voeren,kunnenweook komen
tot detotalekostprijs.Geefeenalternatievevolgordevanberekeningen.o Eerstberekenenwe ................................................................................

Wiskundigschrijvenwedezematrix-vermenigvuldigingalsvolgt:p p p q p p pEro Dan vermenigvuldigenwe dit tussenresultaataande linkerkant/rechterkant
met..................................................................................
Dit geeftalseindresultaat:..............................................Schrijf dit uit. (Schrijf
telkensdebetekenisbovenderijen ennaastdekolommen)p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p r

Dezecontext bewijst dusdat: .....................................................

Tenslotteverwerkje in je handboekblz.18tot 20: eenheidsmatrix,machten,diagonaal-
matrixenscalairematrix. Werk je oefeningenaf.
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§ 3. Toepassingenop het matrixpr oductu Wat wordtervanjou verwacht?

1. Oefeningenkunnenmaken i.v.m. migratie-of bevolkingsmatrix,directe-
wegen-matrixenLeslie-matrix.

2. Wetenwat eengetransponeerdematrix is en de bijbehorenderekenregels
voor hettransponerenkunnentoepassen.

3. Matriceskunnenopstellenendematrix-bewerkingenkunnentoepassenin
contexten.
Hierbij moetje al je tussenresultateneneindresultatengoedkunneninter-
preteren.u Waarvind je devoorbeeldenentheorie?boekblz. 22 t.e.m.25.u Welkeoefeningenmoetje minimaalmaken?

– oef. 33(3);34(1);35;37; 38;40en41 boekblz. 35 t.e.m.41.

– Natuurlijk ookdebijgeslotenopgavenin dezebundel.

A. Migratie- of bevolkingsmatrix

ziehandboek

B. Dir ecte-wegen-matrix

ziehandboek

C. Getransponeerdematrix

ziehandboek

D. Leslie-matrix en andere extra opgaven

ziehandboekoefeningenboekblz. 38-41enopgavenopdevolgendecopies.
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OPGAVE 1

Jorismoetinkopendoenvoor eenklasfeestje.Hij kooptonderanderedrie soortenchips:
zout, paprikaen bolognèse.Van elk van dezesoortenkoopt hij enkele zakken van het
bekendemerk"Krocy" enookenkelezakkenvande"geleproducten".Deprijzenmatrix
P endeaantallenmatrix A staanhieronder:

zout pap bol

P v�w 30 32 35
17 20 23 x Kro

gele

Kro gele

A v9yz 4 3
3 2
2 2

{|
zou
pap
bol

Gevraagd:

1. BerekenvanP } A deelementenvandehoofddiagonaal.
Wat is debetekenisvandezeelementen?

2. BerekenookvanA } P deelementenvandehoofddiagonaal.
Wat is debetekenisvandezeelementen?

3. WaaromhebbendeoverigeelementenvanP } A envanA } P geenbetekenis?

4. De somvandeelementenop dehoofddiagonaalvanP } A envanA } P zijn gelijk.
Geefeenverklaring.

OPGAVE 2

Vandetweeklassen6 LaMo en6 EcMozijn deresultatenvaneentestwiskundegegeven
in dematrix R:

4 5 6 7 8

R v w 1 0 2 0 2
2 3 0 3 5 x 6LaMo

6EcMo

Gevraagd:

1. Steleenmatrix A opzodatR } A aangeefthoeveelzevensperklasgescoordzijn.

2. SteleenmatrixB opzodatR } B aangeefthoeveelvoldoendesperklasgescoordzijn.
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3. SteleenmatrixC opzodatR ~ C aangeefthoeveelleerlingenelkeklasheeft.

4. Steleenmatrix D op zodatR ~ D aangeefthoeveelpuntentotaalperklasgescoord
zijn.

5. Stel eenmatrix E op zodatE ~ R aangeefthoeveelvieren,hoeveelvijven,hoeveel
zessen,... detweeklassensamengescoordhebben.

OPGAVE 3

PugoVanHraagheeftdriefilialen. In eenweekis bijgehoudenhoeveelwasautomatenvan
demerkenMiesens,Schob,KaubnechtenLiemeverkochtzijn. Zie deverkoopmatrixV .

M S K L

V �9�� 10 12 8 4
7 8 5 2
8 8 6 2

��
fil1
fil2
fil3

De inkoopprijsvaneenwasautomaatvanmerkMiesensis 8000fr, vanmerkSchob5500
fr, vanmerkKaubnecht12000fr envanmerkLieme18000fr. De verkoopprijsvaneen
wasautomaatis respectievelijk 10000fr, 8000fr, 16000fr en24000fr.
Gevraagd:

1. Verwerk de gegevensover de inkoop- en verkoopprijzenin eenprijzenmatrixP
zodatV ~ P betekenisheeft.

2. BerekenV ~ P � T . Geefeeninterpretatieaanhetelementt12.

3. Bedenkeenmatrix Q zodatQ ~ T informatiegeeftoverhettotalebedragdatdedrie
filialen samenvoordeinkoophebbenbetaaldenoverhettotaleverkoopsbedragvan
dedrie filialen samen.

4. Berekendetotalewinstdiededriefilialen dezeweeksamengemaakthebbenopde
wasautomaten.
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OPGAVE 4

Eenbungalowparkheeftdrie typenhuisjes:A, B enC. De verhuurprijsvandehuisjesis
afhankelijk vanhetseizoen.Menonderscheidt:� Laagseizoen(LS)� Middenseizoen(MS)� Hoogseizoen(HS)

Matrix P geeftdeweekprijzen(in Bef) weer. DematrixN geeftdeaantallenvanelk type
huisjein hetparkweer.

A B C

P �9�� 12960 8820 10440
15120 10620 12780
19440 14040 17100

��
LS
MS
HS

N �9�� 40
30
20

��
A
B
C

Gevraagd:

1. BerekenP � N. Wat is debetekenisvandeelementenvanP � N?

2. In éénweekvanhet jaar wordengéénhuisjesverhuurdomwille vangroot onder-
houd. De overige51 wekenwordengelijk verdeeldover deseizoenenLS, MS en
HS.
In depraktijk blijkt datin hetlaagseizoenelkeweek50% vandehuisjes(ongeacht
hettype)verhuurdzijn , in hetmiddenseizoen80 % enin hethoogseizoen90 %.
Steleen1 � 3-matrixF op,die informatiegeeftoverdeverhuurpercentageséndie
zodanigis, dathetmatrixproductF � P � N eenreëlebetekenisheeftvoor deleiding
vanhetbungalowpark.Wat is dezebetekenis?

3. De leiding van het park wil nu eenbewerking(en)uitvoerenmet de gegeven ma-
triceszodathet resultaatde inkomstenop jaarbasisgeeft. Welke bewerking(en)is
(zijn) dit?
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2. Stelselsvan eerstegraadsvergelijkin gen

§ 1. Definities� Wat wordtervanjou verwacht?

1. Wetenwat menmetdevolgendebegrippenbedoeltendezebegrippenook
zelf kunnengebruiken: (uitgebreide)coëfficiëntenmatrix,homogeenstel-
sel,vierkantstelsel,oplossingsverzameling.

2. Wetendateenhomogeenstelselaltijd minstenséénoplossingheeft,nl. de
nuloplossingen dat behalve dezenuloplossinghet homogeenstelselook
nogeenandereoplossingkan hebben.� Waarvind je detheorie?boekblz. 46 t.e.m.51.� Welke oefeningenmoetje minimaalmaken? oef. 1a(3,4,9,10)en 1b helemaal

boekblz. 77.
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§ 2. Oplossenvan willekeurige stelsels� Wat wordtervanjou verwacht?

1. Wetenwelkedegelijkwaardigheidsbeginselenvanstelselseerstegraadsver-
gelijkingenzijn. (hetbewijs opblz. 54hoefje niet tekennen).Aansluitend
ook wetenwelke elementairerijoperatiestoegelatenzijn op eenmatrix,
hiervoor ook decorrectenotatieskunnenhanterenennatuurlijk die opera-
tieskunnenuitvoeren.

2. Weten wat de volgendebegrippen inhouden: equivalentematrices,rij-
canoniekematrices,rangvaneenmatrix.

3. Eenmatrix kunnenherleidentot zijn rij-canonieke vorm, dit volgenseen
methodenaarkeuze:m.b.v. elementairerij-operatiesof m.b.v. despilme-
thode.Hierbij zeker onthoudendateenspil nooit nul magzijn!!! Denker
ook aandatnul-rijenonmiddellijkonderaanwordengeplaatst.

4. Stelselskunnenoplossenmet de methodevan Gauss-Jordan,hechtzeker
voldoendebelangaandemoeilijkstesoort:deonbepaaldestelsels:stelsels
waarbijhetaantalhoofdonbekendenkleiner is danhetaantalonbekenden.
De algemeneoplossingsverzamelingook hier in hetalgemeenkunnenop-
schrijveneneenaantalspecifiekeoplossingenkunnengeven.

5. Hetverbandwetentussenderangvaneenstelselenhetaantaloplossingen
vandatstelsel.� Waarvind je detheorie?boekblz. 52 t.e.m.69.� Welke oefeningenmoet je minimaal maken? oef. 2(1,3,5), 3(1,4,5,7,9),

4(1,3,6,9,10),5(1,2,3,4,6,7,10,11),7(1,3)blz. 77-81
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§ 3. Inversematrix� Wat wordtervanjou verwacht?

1. De definitie van eeninversematrix goedkunnenhanteren(houd hierbij
goedin degatendatdevermenigvuldigingvanmatricesnormalerwijzeniet
commutativiteit is!!)

2. De begrippen inverteerbare= reguliere = niet-singulierematrix en niet-
inverteerbare= niet-regulier= singulierematrixbegrijpen.

3. Wetendateenmatrixniet altijd inverteerbaaris.
Bovendienweten,datalseenmatrixwel inverteerbaaris, deinversematrix
danénigis.

4. De inversevaneenmatrixkunnenberekenendit ookkunnentoepassenbij
coderings-endecoderingsopdrachten.� Waarvind je detheorie?in het"zelfstandig-werk-pakket"� Welke oefeningenmoetje minimaalmaken? debijgeslotenoefeningen.(extra

oefeningenkanje vindenin je boekblz. 82)

A. Probleemstelling

Laatonseersteventeruggaannaardeverzameling� :

5 � x � 1 � x � 5
Wezoekenhierbij hetonbekendegetalx, zodat5 vermenigvuldigdmetdit onbekendege-
tal x heteenheidselement1 geeft.Omwille vandecommutativiteit in � geldtbovendien
datx vermenigvuldigdmet5 ook terug1 geeft.
Waaraanis dit onbekendegetalx gelijk? ..............................
Wenoemendit getalook deinversevan5 voordevermenigvuldigingin � .
Hadelk getalin � zo’n inversevoordevermenigvuldiging?(welk niet?).................
Dusvoordevermenigvuldiginggeldtin hetalgemeen:� a ��� � � : a � 1 �'� � �
Nu gaanwe hetzelfdebestuderenin de verzameling� n � n . Naaranalogiemet het een-
heidselement1 voor devermenigvuldigingin � , hebbenwe in � n � n ook eeneenheidse-
lementvoor devermenigvuldiging,namelijk: .....

Kan je nueenmatrixaangevendiederol kanopnemenvaninversematrix zodat:�
1 2
5 0 � � � � � ��� � �� � ��� � ��� � � � � ��� � �� � ��� � ��� � � � � ��� � �� � ��� � ��� � � 1 2

5 0 �
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B. Definitie

Zo komenwe tot devolgendedefinitie:

Als A eenvierkantematrix is vanorden, danis A � 1 eeninversevan A a.s.a.A � A � 1 �
A � 1 � A � In.

Men zegt: A is inverteerbaar of regulier of niet-singulier.

Omnate gaanof��
1 2 3
2 3 4
3 4 6

 ¡
en

��4¢
2 0 1

0 3
¢

2
1
¢

2 1

 ¡
mekaarsinversenzijn, moetenwenagaandat:

én (omdatin hetalgemeendevermenigvuldigingvanmatricesniet commutatiefis)

Klopt dit? .....

Als A eeninverseheeft,danis dieénig.Maar..., bestaataltijd zo’n inverse?

C. Niet-inverteerbare matrices

Wegaanwenuop zoeknaardeeventueleinversematrix van £ 1 0
3 0 ¤ .

Deonbekendeinversematrix stellenwevoordoor: £ x y
u v ¤ .

Opdatdezeonbekendematrix de inversematrix zou zijn van de gegeven matrix moet
gelden:£ 1 0

3 0 ¤ � £¦¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥ ¤ � £¦¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥ ¤ én £¦¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥ ¤ � £¦¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥ ¤ � £¦¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥�¥ ¥ ¥ ¤
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Wezettendezematrix-vergelijkingenomin stelstels:

Hieruit besluitenwedat:...............................................

Zo’n matrixdiegeeninverseheeft,noemenweeenniet-inverteerbare of niet-reguliere of
singulier matrix.

D. Berekening van A § 1

Zoeknuop dezelfdemanierof dematrixuit deprobleemstelling:¨
1 2
5 0 ©

eeninversematrixheeft.Bestaatdeze?Zo ja, welke is datdan?.....

Bovenstaandemethodeis nogalomslachtig,we gaandanook vanafnu overstappennaar
eennieuwemethode,diewerktzoalsdemethodevanGauss-Jordan.Vervolgensgaanwe
dezemethodedanook gebruikenin eentoepassinguit depraktijk.

Methode:Wevullendegegevenmatrixaanmeteeneenheidsmatrixvandezelfdeordeen
vervolgensgaanwe dandeze’aangevulde’ matrix rij-canoniekmaken. Op deplaatsvan
de gegevenmatrix komt danuiteindelijk de eenheidsmatrixenop de plaatsvande een-
heidsmatrixkomt degezochteinversematrix. Indiendegegevenmatrix niet te herleiden
is tot eneenheidsmatrix,hebbenweookgeeninverse.

Samengevat:ª
A « I ¬®­'¯ ¯ ¯ ­'¯ ¯ ¯E­ ª I « A § 1 ¬

JUSTDO IT!¨
1 2 « 1 0
5 0 « 0 1 © ­

... enis hetresultaathetzelfdealsopdeeerstemanier?̄ ¯ ¯
Degezochteinversematrix is dus:
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Zoek,volgensdemethodevanGauss-Jordandeinversematrix van:

A °_±² 4 3 2
3 5 2
2 2 1

³´
E. Toepassing:coderen endecoderen

Jehebtje misschienal devraaggesteld:waaromheeftmennu deinversevaneenmatrix
nodig?
Matricesenhun inversenvindenbv. hun toepassingenin hetbeveiligenvan informatie.
Wij gaandatnu illustrerenaandehandvanenkelekleineboodschappen.
Bij coderingendecoderingwordtvaakdevolgendemethodegebruikt:µ Aan iederelettervanhetalfabetwordt op willekeurigewijze eengetalgekoppeld.

Bv.

a b c d e f g h i j k l m
14 12 22 26 34 31 24 35 15 32 17 28 19

n o p q r s t u v w x y z spatie
13 27 16 21 29 20 30 23 36 11 33 25 18 5µ Er wordt eenniet-singuliere(weet je nog wat dit betekent?) coderingsmatrix C

vastgelegd. Bv.¶
2 3
5 9 ·µ De tekstwordt in groepenvan vier lettersverdeeld. De bij de lettersbehorende

getallenwordenin eenbepaaldevolgordein een2 ¸ 2-matrix geplaatst.Bv. de
groep’in c’ wordt voorgestelddoordematrix¶

15 13
5 22 ·µ De matrix wordt (bv.) rechtsvermenigvuldigdmet de coderingsmatrixC. Jekan

narekenendat¶
15 13
5 22 ·º¹ ¶ 2 3

5 9 · ° ¶ 95 162
120 213 ·º» ¼¾½

Degroep’in c’ is nu in code:95162120213



2. MATRICESEN STELSELS 21¿ Als we beideledenvandevorigeuitdrukking À Á¾Â aanderechterkantvermenigvul-
digenmetdeinversematrix vandecoderingsmatrixkrijgenwe:Ã

15 13
5 22 ÄÆÅ Ã 2 3

5 9 ÄÆÅ Ã 2 3
5 9 ÄÈÇ 1 É Ã

95 162
120 213 ÄºÅ Ã 2 3

5 9 ÄÊÇ 1ËÃ
15 13
5 22 Ä ÅÈÌ Ã 2 3

5 9 Ä Å Ã 2 3
5 9 Ä Ç 1 Í'É Ã

95 162
120 213 Ä Å Ã 2 3

5 9 Ä Ç 1ËÃ
15 13
5 22 Ä Å ÃÆÎ Î Î�Î Î ÎÎ Î Î�Î Î Î Ä É Ã 95 162

120 213 Ä Å Ã 2 3
5 9 ÄÊÇ 1ËÃ¦Î Î Î�Î Î ÎÎ Î Î�Î Î Î Ä É Ã 95 162

120 213 ÄºÅ Ã 2 3
5 9 ÄÊÇ 1

Dus men kan de oorspronkelijke boodschapterugvinden,door de doorgeseinde
coderechtste vermenigvuldigenmetdeinversematrix vande......................Deze
inversematrix zullenwe danook logischerwijzededecoderingsmatrixD

É
C Ç 1

noemen.¿ Berekennuzelf dedecoderingsmatrixD enzetdandevolgendedoorgeseindebood-
schapterugom in mensentaal:18331519833610017779126¿ Stelnu per tweeeenkorteboodschap(tussende8 en16 lettersof spaties)op, zet

die om m.b.v. eendecoderingsmatrixC
É Ã

8 Ï 5Ï 3 2 Ä . Wisselvervolgensdeze

boodschap(in code-taal)tesamenmet de coderingsmatrixuit met tweecollega’s.
Ontcijfer vervolgensmekaarsboodschap.Verdeelhetwerk!!!¿ Decodeerdan met behulpvan het computerprogrammaderive onderstaandege-

heimeinformatie.Hierbij is degebruiktecoderingsmatrix:C
É Ã

12 2
1 Ï 6 Ä .

454 -13436530 166-182365 -44 421 -10 79 -104438 -11294 -194421 -10 82
-122343-60215-106394-14435328256-56182-56378-12296-206442-136
34126 375-30 410-92
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§ 4. VraagstukkenÐ Wat wordtervanjou verwacht?

1. Dat je vraagstukken kan ’vertalen’naarwiskundigevergelijkingen in de
vorm vaneenstelsel.

2. De zo zelf opgesteldestelselskunnenoplossenvolgensde methodevan
Gauss-Jordan.

3. Vervolgensde wiskundigeuitkomstenkunneninterpreterenals de oplos-
singenvan het vraagstuk. M.a.w. altijd eenduidelijk antwoord kunnen
formulerenophetvraagstuk.Ð Welkeoefeningenmoetje minimaalmaken?deonderstaandevraagstukken.

VRAAGSTUKKEN

Losdevolgendevraagstukkenopzoalsaangegevenin bovenstaandekader.

1. oef. 20 blz. 84

2. oef. 22 blz. 85

3. Drie vriendenbekijkenhunzakgeld.De eerstezegt tot detweeanderen:’Indien je
mij elk de helft van uw zakgeldgeeftdanhebik 3 400 BEF.’ De tweedezegt tot
de tweeanderen:’Indien je mij elk het derdevan uw zakgeldgeeftdanhebik 3
400BEF.’ Dederdezegt tot detweeanderen:’ Indienje mij elk hetvierdevanuw
zakgeldgeeftdanhebik 3 400BEF.’ Hoeveelbezatelk?


