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Hoofdstuk 1

Het integraalbegrip

1.1 Sprintende jagers en langelopers

Sommige dieren van de grasvlakten,zoalsolifanten,zijn door hun groottegevrijwaard
tegenaanvallen,terwijl anderezokleinzijn datzezich beschermendoorzich in tegraven.
Velesoortenzijn echterafhankelijk vanhunsnelheidomaanhunvijandente ontkomen.
De snelheidvan eendier hangt af van de grootteen de frequentievan zijn sprongen.
Hardloperszoalspaardenhebbendanooklangebenen.
De snelstesprinterter wereld is het jachtluipaard. Zijn potenzijn korter dandie vanhet
paard, maardoor demeerflexibelewervelkolom engewrichten,kanhij lange sprongen
maken. In eentiental secondenkanhij op eensnelheidvan110km/hkomenenhij houdt
die vol over eenafstandvanongeveer500m. Het jachtluipaard wordt echter gauwmoe
engeeftzijn prooi danmeestalop. Eenpaard haalt slechtseentopsnelheidvan70 km/h,
maarkandezesnelheidkilometers langaanhouden.

Eenjachtluipaardwordtuit zijn middagslaapjegewektdoorhetgeluidvanpaardehoeven.
Ophetmomentdathij wakkergenoeg is omdeachtervolging in tezetten,heefthetpaard
eenvoorsprongvan150m. Het paard,datop topsnelheiddraaft,is noglangniet aanhet
eindevanzijn krachten.
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Wewillen nu achtereenvolgens:

1. Degegevensoverdesnelheidvanbeidedierenin grafiekbrengen.

2. Uitgaandevandezegrafiek,nagaanof hetjachtluipaardhetpaardinhaaltvooraleer
hetmoewordt.

Wegaannu eerstde grafiek in orde brengen:� Wenement � 0 op hetogenblikdathetjachtluipaardin gangschiet.� Brengopdegrafiek(zievolgendeblz.) degegevensvanhetpaardaanin hetblauw.� Vooraleerwe op de grafiekde snelheidvanhet jachtluipaardaanbrengen,houden
werekeningmethetvolgende:
Hetjachtluipaardkomtnietonmiddellijkoptopsnelheid,hetduurt10svooraleerhij
dezetopsnelheidbereikt.Dit optrekkenzalgelijkmatigof lineairgebeuren.Boven-
dienkanhet jachtluipaardzijn topsnelheidmaarvolhoudengedurende500meter,
wat erdangebeurtlatenwevoorlopigevenbuitenbeschouwing.

Aangezienop deX-asniet deafstandis uitgezet,maarwel de........,zijn weeigen-
lijk niet zogeïnteresseerdin:

"hoeveelmeterkanhij zijn maximalesnelheidvolhouden",
maarwel in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Berekeningen:(einduitkomstafrondenop 2 cijfersnadekomma)

Dushetjachtluipaardkangedurende.......,......s zijn topsnelheidvolhouden.
Vervolledig nudegrafiekvoorhetjachtluipaardin hetrood.
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Nu de grafieken in ordezijn, kunnenwe dezegebruiken om op zoek te gaannaareen
antwoordop devraag:

Haalt het jachtluipaard het paard in voor het moewordt?

Tussende......e ende.....,....e secondeloopthetjachtluipaard500metermeteenconstante
snelheidvan...... km/h.

Bereken nu eensde ’oppervlakte’ tussende grafiekvan het jachtluipaarden de X-asin
hetbovenstaandetijdsinterval [10 s, .....,.... s]. Denker aandat je in dezelfdeeenheden
werkt,d.w.z. in metersenseconden.
Berekeningen:(einduitkomstafronden,geencijfersnadekomma)

Welke is deeenheidvandeze’oppervlakte’?.......................
Vervolgensberekenenwe de afstanddie het jachtluipaardaflegt gedurendede eerste10
seconden.Gedurendedeze10 secondenneemtdesnelheidvanhet jachtluipaardgelijk-
matigof lineair toevan...... km/h tot ...... km/h. Het jachtluipaardlegt in die10sdanook
evenveelafstandaf alswanneerhij constant...... km/h loopt.
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Berekennu hoeveelmeterhetjachtluipaardaflegt gedurendedie eerste10 s.
Berekeningen:(op tweecijfersnadekomma)

Bereken ook nu weerde oppervlaktetussende grafiekvanhet jachtluipaardende X-as
gedurendedie eerste10s.
Berekeningen:(op tweecijfersnadekomma)

Vergelijk:

jachtluipaard afgelegdemeters bijhorendeoppervlakte
0 - 10 s .....,.... .....,....
10 - ....,....s ......... .........
totaal .....,.... .....,....

Conclusie:

Indienweeengrafiekhebben,waarbijdetijd opdeX-aswordtvoorgesteldenwaarbijde
snelheidop deY-aswordt voorgesteld,kunnenwegemakkelijk:

de afstand berekenendoor de bijhor ende...................te berekenenvan de gebieden
gelegentussende .......................en de ....-as.En dit in het bijhor ende......-interval.
We stellen dus vast dat we afstandenkunnen terugvinden als .......................onder
de snelheidsgrafiek.

Dusvooraleerhetjachtluipaardmoewordt,heefthet............m afgelegd.

Nu is natuurlijk devraag:hoeveelmeterheefthetpaardintussenafgelegd?Met intussen
bedoelenwe dusna..............s. Houdook rekeningmetdevoorsprongdie hetpaardal
hadvooraleerhetjachtluipaardin actieschoot.

Gebruiknu het verbandtussenoppervlakteen afstandom te berekenenhoeveel meters
hetpaardheeftafgelegdvooraleerhetjachtluipaardmoeis.
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Berekeningen:� voorsprongvanhetpaard:...... m� afstanddie hetpaardaflegt vanafhetmomentdathet jachtluipaardin actieschiet
tot hetmomentdathetjachtluipaardmoeis:

.............................................................m� totaleafstanddiehetpaardgelopenheeftsindshetpasserenvanhetslapendejacht-
luipaardtotdathetjachtluipaardmoeis .....................m

In plaatsvanafstandente berekenen,kunnenwe dusook gewoondeoppervlaktestussen
degrafiekenendeX-asin debetreffendetijdsintervallenberekenen.Denkerdanwel aan
datje bij deoppervlakte,horendebij hetpaard,devoorsprongvan150meterniet vergeet
op te tellen.
Zo zien we dat we eenfysica-probleemkunnenherleidennaareenpuur oppervlakte-
probleem.

Nu kunnenwe deafgelegdemetersvanpaardenjachtluipaardvergelijkenom te zienof
hetpaardzalopgepeuzeldworden:

Hetpaardheeftsindshetpasserenvanhetslapendejachtluipaarddus...........m afgelegd.
Het jachtluipaardzetdeachtervolgingin enloopt................m. Dit is duswel/nietgenoeg
om hetpaardin te halen.Op hetmomentdathetjachtluipaardmoewordt, is zijn afstand
tot hetpaardongeveer.......m.

Na 10 s heefthet jachtluipaardzijn maximalesnelheiddusbereikt,vervolgensheefthet
gedurende...... s dezemaximalesnelheidaangehouden.Waarschijnlijkzal het jachtlui-
paardna26,36s nietplotsstilstaan.

Stelnu dat zijn vertraging door vermoeidheidevengroot is alszijn versnelling
bij het ’optr ekken’. Haalt het jachtluipaard het paard dan in?

Herneem(op devolgendeblz.) degrafiekenvul nu aanmetdevertragingvanhet jacht-
luipaard.
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De grafieken van beidedierensnijdenmekaartweemaal.Wat is de betekenisvan deze
snijpunten?� Het eerstesnijpuntmerkenwe op rond6 secondennahet in actieschietenvanhet

jachtluipaard.Verwoordnuwat dit snijpuntin ’mensentaal’betekent.

......................................................................................................................� Het tweedesnijpuntmerken we op rond 30 secondenna het in actieschietenvan
hetjachtluipaard.Geefweerdebetekenisaanvandit snijpunt.

......................................................................................................................

Het is vooraldit laatstesnijpuntdatonserg interesseert.Wantvanafdit momentloopthet
........................tragerdanhet.....................Als het.................op dit momentnogniet is
ingehaald,zalhetdannogtenprooi kunnenvallen?............

Steldathetpaardwel is ingehaald,danzalhetopgegetenwordenenzalhetdusnietmeer
verderlopen!

Wegaandeoppervlaktendusvergelijkentot aan........................
Berekeningen:
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Conclusie: Gedurendezijn topsnelheidis het jachtluipaarder wel/niet in geslaagdhet
paardin te halen. De vertragingvan het jachtluipaardis van die groottedat het paard
wel/niet ingehaaldwordt tijdensdevertraging,duswel nogvoor detijd datbeidedieren
dezelfdesnelheidhebben.

Onzekennisuit het vijfde jaar, tesamenmet het jacht-avontuurgeeftonshet volgende
overzicht:

overzicht vijfde jaar jachtluipaard
gegeven afstandi.f.v. tijd snelheidi.f.v. tijd
methode afleiden oppervlakteberekenen
resultaat snelheid afstand
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1.2 Een tractor eneenmotor

Op hetmomentdat eenmotorrijder vertrekt, rijdt er juist eentractor voorbij. In onder-
staandefiguurzijn desnelheidsgrafiekenvandetractorendemotorsamengebracht.

5

8
10

15

0 10 20 30 40 50 tijd (s)

snelheid(m/s)

motor

tractor

Gevraagd:
Nahoeveelseconden(ophonderstennauwkeurig)haaltdemotordetractorweerin?
Berekeningen:(gebruikje kennisi.v.m. deoppervlakte)

Wegenseenonvoorzichtevoetgangermoetonzemotorrijderna60secondenplotselingop
deremduwen.Dit geeftdesnelheidsgrafiekop devolgendebladzijde.Los m.b.v. deze
grafiekdevolgendevragenop:

1. Hoelangduurthetvoor demotorrijderstilstaat?......

2. Maakeen(ruwe)schattingvanderemweg (dit is deafstanddiedemotornogaflegt
alvorensstil te staan).
Schatting:

3. Waaromkunnenwedezeremweg nietexactberekenen?
.........................................................................................................................
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4. We gaan(illustratiezie volgendeblz.) nu de afzonderlijke afstandenbekijkendie
tijdenselke secondevanhet remmenwordenafgelegd. Ook hier hebbenwe weer
persecondeeenoppervlaktewaarvoor we geenformulehebben.Om dit probleem
op te lossengaanwe rechthoekjesbouwendie weliswaarte klein zijn, maardie als
eeneerstebenaderingvoor deremweg kunnenbeschouwdworden.De hoogtevan
elk rechthoekjewordt bepaalddoorde ..........................snelheidin hetbetreffende
tijdsinterval.

Berekeningen:
remafstandafgelegd tijdensdeeersteseconde:

remafstandafgelegd tijdensdetweedeseconde:

remafstandafgelegd tijdensdederdeseconde:

remafstandafgelegd tijdensdevierdeseconde:

remafstandafgelegd tijdensdevijfde seconde:

totaal:
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5. We merkenop datwebij dezemethodeniethelemaalcorrectzijn, deoppervlakten
vanderechthoekjesbepalenniet deexacteoppervlakten.We kunnendegemaakte
foutenverkleinendoor meerrechthoekjeste bouwenop kleineretijdsintervallen.
Laatonsdit eensdoenvoor tijdsintervallenvaneenhalveseconde:
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Berekeningen:

6. Teken(berekeningenhoevenniet)dit procédévoortijdsintervallenvaneenkwartse-
conde.
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7. Om helemaalexactte zijn, zoudenwe ..................(hoeveel?)rechthoekjesmoeten
tekenen,waarvandebreedtedanook heel..........wordt. Als we n hetaantalrecht-
hoekjesnoemen,danzoudenwe deoppervlaktekunnenschrijvenalsdevolgende
limiet:

lim
n��� � � (somvanoppervlaktenrechthoekjes)

Jehebtwaarschijnlijkondervondendathetberekenenvandeoppervlaktenvanderecht-
hoekjesnogniet helemaalexactverloopt,omdatwe dehoogtevanderechthoekjesmaar
bij benaderingkunnenaflezen.
Dit probleemwordt lateropgelostalswegaanwerkenmetfunctievoorschriften.

Hetverschilmethetjachtluipaardenhetpaard,is datwebij hetberekenenvanderemaf-
standvandemotorniet meervoldoendehebbenaanonzegekendeoppervlakteformules.
Om die remafstandtoch te kunnenberekenen,hebbenwe blijkbaarhetbegrip limiet en
deoppervlaktes vanrechthoeken nodig.

Samengevat:

Indien we geenformules hebbenom eenmoeilijk e oppervlakte te berekenen,kun-
nenwegebruikmakenvangemakkelijk esommenvanoppervlaktesvanrechthoeken.
Indienwe hetaantalrechthoekjesonbeperkt latentoenemen,komenwe in de limiet
aandeexacteoppervlakte.
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1.3 Het badwater

’s Zaterdagsneemtde heerO.M. Zeepzijn wekelijks bad. Met eenruk draait hij de
badkraanopen.Hetwaterstroomtin hetbadmeteendebietvan20 liter perminuut.Na5
minutenis hetbadbijna vol genoeg; zachtjes(gedurendeeenheleminuut)draaitdeheer
Zeepde kraandicht. Hij wastzich 10 minutenlang en dantrekt hij de stoper uit. Het
waterstroomtweg meteendebietvan10 liter perminuut.
Gevraagd:

1. Tekendegrafiekdie hetdebiet(l/min) uitdrukt in functievandetijd (min).

-10

10

20

0
5 10 15 20 tijd (min)

debiet(l/min)

2. Bij dezegrafiek(hetdebietalsfunctievandetijd) hoorthetvolgendevoorschrift:

D
�
t �
	

���� ����
� � � � � � � � � � � � � (als0 � t � 5)� � � � � � � � � � � � � (als5 � t � 6)� � � � � � � � � � � � � (als6 � t � 16)� � � � � � � � � � � � � (als16 � t)

(t in minuten,D in liter/minuut)
Redeneringen:

3. Schrijf in bijgevoegdetabelde hoeveelheidwaterdie zich in het badbevindt op
deaangegeventijdstippen.Uit devorigevoorbeeldenhebbenwe geleerddat je uit
eensnelheidsgrafiekdeafstandkanbepalendoordeoppervlaktete berekenen.We
werkennu meteendebiet,dit is dehoeveelheidwaterdie perminuutstroomt.Dus
eigenlijk is dit ookeensnelheid.Deoppervlaktendie je gaatberekenenhebbenniet
dedimensievancm2, maarwel van......
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tijd hoeveelheidwater
1 min .....
5 min .....
6 min .....
15min .....
20min .....

4. Stelnuhetvoorschriftopvandehoeveelheidwateralsfunctievandetijd. Gebruik
hier devolgendefigurenvoor:

-10

10

20

0
5 10 15 20

t tijd (min)

debiet(l/min)

volumewater= oppervlakte...................
DusV(t)= ...........(als0 � t � 5)

-10

10

20

0
10 15 20

t tijd (min)

debiet(l/min)

volumewater= oppervlakte...................� oppervlakte...........
Berekeningen:

DusV(t)= ........................(als5 � t � 6)
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t tijd (min)

debiet(l/min)

volumewater= .........................................................
Berekeningen:

DusV(t)= ...........(als6 � t � 16)

-10

10

20

0
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t
tijd (min)

debiet(l/min)

volumewater= oppervlakte...................� oppervlakte...........

Berekeningen:

DusV(t)= ................(als16 � t)
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Samengevat:

V � t ���
����� ����
� � � � � � � � � � � � � � � (als0 � t � 5) (rechthoek)� � � � � � � � � � � � � � � (als5 � t � 6) (rechthoek� .....................)� � � � � � � � � � � � � � � (als6 � t � 16) (...............)� � � � � � � � � � � � � � � (als16 � t) (.................. .....................)

( t in minuten,V in liter/minuut)

5. Vergelijk dit voorschriftvoorhetvolumemethetvoorschriftvoorhetdebiet.
Denkeensterugaandeleerstofvanhetvijfde jaar, welk verbandzie je tussendeze
tweevoorschriften?........................................................
Rekendit na:

6. Wanneeris hetbadweerhelemaalleeg?
Berekeningen:

7. Waternieuwwasin dit laatsteprobleem,washetfeit datje hierdeeneoppervlakte
(hetwaterdatin hetbadloopt)positieftelt endeandereoppervlakte(hetwaterdat
uit het badwegloopt) negatief in rekeningbrengt. Waarschijnlijk is dit de eerste
keerdatje geconfronteerdwordmeteenoppervlakte die negatiefwordtgeteld!!!
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1.4 Eindelijk.... het begrip bepaaldeintegraal

Nadezedrieproblemenopgelosttehebben,wordthettijd omeenenanderopeenrijtje te
zetten.Debehandeldeproblemenkomeneigenlijk drie keerop hetzelfdeneer:nl. op het
berekenenvan....................tussen..................................en...................................endit
telkensin hetbetreffende.......................In het laatsteprobleemmoestenwe bovendien
nogrekeninghoudenmethetfeit of webovenof onderdeX-aswerkten.

1. Voor heteersteprobleemmethet jachtluipaardenhetpaardkondenwe onsbehel-
penmetonzegekendeoppervlakteformulesuit delagereschool.

2. Voorhettweedeprobleemmetdemotorendetractorlietendeoppervlakteformules
onsin desteek.Webenaderdendaareenmoeilijkeoppervlaktedooreengemakke-
lijk e som.Als we dezesomnamenvoor oneindigveelrechthoekjes,kregenwe de
exacteoppervlakte.Wevondendaar:

lim
n! ∞

(somvanoppervlaktenrechthoekjes)

waarbijn hetaantalrechthoekjesvoorstelde.Debreedtevanzo’n rechthoekjewerd
dannatuurlijk ................

3. Voor het laatsteprobleemmet hetbadwaterhaddenwe noodaaneenoppervlakte
negatief te tellen. Dus we hebbeneenbegrip nodig dat iets zegt over de opper-
vlakte, maardat er ook nog bij zegt of we dezeoppervlaktepositief of negatief
moetentellen. Om dit korter uit te drukken zullen we in het vervolg spreken van
eengeoriënteerdeoppervlakte,waarmeewedusdeoppervlaktebedoelen,dievoor-
zienis vaneenteken.

Dezesamenvattingleidt onsnu tot hetwiskundigbegrip bepaaldeintegraal.
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b

f " x#
I

II

III

IV

Debepaaldeintegraalvandefunctie f tussendegrenzena enb, genoteerd$ b

a
f " x# dx

is gelijk aandesomvandegeoriënteerdeoppervlaktenvandegebiedentussen% degrafiekvan f% deX-as% derechtenx & a enx & b (evenwijdigmetdeY-as)

Dusopbovenstaandetekeningbetekentdit:' b
a f " x# dx &)( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (

Kortweg gezegd is deintegraalduseenoppervlaktevoorzienvaneenteken. Eenopper-
vlakteis opzichaltijd eenpositievegrootheid,terwijl eenintegraalooknegatiefkanzijn.

Misschienvind je denotatieeenbeetjevreemd,daaromdevolgendetoelichting:

In hetvoorbeeldvandemotorendetractormoestenweomdeoppervlaktete kunnenbe-
rekenendemoeilijkeoppervlaktebenaderendooreengemakkelijkesomvanoppervlakten
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vanrechthoeken. Indienwehetaantalrechthoekenoneindiglietentoenemenkwamenwe
zo tot de exacteoppervlakte.Eigenlijk moestenwe duseenoneindigesommaken van
oppervlaktenvanrechthoeken.

Het integraaltekenopzich: * komteigenlijkvaneenlanggerekteSvanSom,hetstelteen
oneindigeSomvoor.

Eenoneindigesomvanwat? Vanoppervlaktenvanrechthoekjesdie oneindigsmalwor-
den.Het oppervlakvanzoeenrechthoekjewordtgegevendoor:

opp(rechthoekje)=f + x, dx,

waarbij f + x, dehoogtevanhetrechthoekjeweergeeftendx denotatieis voor eenonein-
dig kleinebreedtevolgensdeX-as.

Dus * b
a f + x, dx stelteenoneindigesomvanoppervlaktenvanrechthoekjesvoor, waarbij

deoppervlaktepositiefwordt geteldindienwe bovendeX-aswerkenennegatiefwordt
geteldindienwe onderdeX-aswerken.

1.5 Tijd om dit begrip in te oefenen!

1. Noteerdegearceerdeoppervlaktemetdeintegraalnotatieenberekenvervolgensdie
oppervlakte.

X

Y
3

2

X

Y

-1 1

-0.5
X

Y

-1 1

-1.5

1
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2. Maakeenschetsenbereken:

(a) - 1. 2
2xdx

(b) - 7

4 / 5 0 x1 dx

(c) - 5

2
2dx

(d) - 6

2 / 12 x 2 11 dx

(e) - 6

0

1
2

xdx

(f) - 4

1 / 2x 0 11 dx

(g) - 3. 2
3dx

(h) - . 2. 4 / 0 x1 dx

(i) - 4. 2 / 0 1
2

x 2 21 dx
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3. Eenfunctievandetweedegraadstelteen.........................voor.
In het vierde jaar hebbenwe dezefunctiesbestudeerd.In het algemeenis zo’n
functievandevorm: y 3 ax2 4 bx 4 c.5 Afhankelijk vanhettekenvan............haddenweeen’ lachende’of een’zure’

................5 Als ..... > 0, danhebbenweeen.........................
Als ..... < 0, danhebbenweeen.........................5 Detopbevindt zich in hetpuntmetcoördinaten(........,........).5 DesnijpuntenmetdeX-asvind je door...... gelijk te stellenaan0.
DesnijpuntenmetdeY-asvind je door........gelijk testellenaan0.6 4

0 7 14x2 4 18 dx

(a) Arceerdeoppervlaktediebij dezeintegraalhoort.

(b) Net zoalsin hetvoorbeeldvanderemweg voor demotor, gaanwe nu deop-
pervlakteberekenenm.b.v. eenbenaderingvanoppervlaktenvan.................
We gaannu echterdehoogtesvanderechthoekenniet meten,maarexactbe-
rekenen.Dit gaatnu omdatwe het functievoorschriftgegevenhebben.Doe
dit achtereenvolgensvoor 2 rechthoeken,4 rechthoekenen8 rechthoeken.
Samenvatting:5 Benaderingvoor 2 rechthoeken: .....5 Benaderingvoor 4 rechthoeken: .....5 Benaderingvoor 8 rechthoeken: .....5 Benaderingvoor 4 096rechthoeken:9,33138...5 Benaderingvoor 8 192rechthoeken:9,33235...

Dusalsmenhetaantalrechthoekjeslaat toenemen,zal debenaderingsteeds
verbeteren,maaraltijd onderde werkelijke oppervlakteblijven. Uit boven-
staandoverzichtkan menal zeker besluitendat de eerste3 cijfers juist zijn.
Waarschijnlijkzaldewerkelijkeoppervlakte................zijn.



Hoofdstuk 2

Oppervlaktefunctie

2.1 Met eenoppervlakte kunnen weveeldoen

In het vraagstukvan het jachtluipaarden het paardhebbenwe, uitgaandevan de snel-
heidsgrafiek,afstandenkunnenberekenen.Als we bijvoorbeelddegelopenafstandwil-
denkennenvanhet jachtluipaardna30 seconden,berekendenwe deoppervlaktetussen
de ....- as,de ......................................................en in het tijdsinterval 9 : : : : : ; : : : : : < . Nu ge-
schrevenmetintegralengeeftdit:

s= 30>�?A@CB B BB B B : : : : : : : d : : : = geörienteerdeoppervlaktetussen.......................

In feite hebbenwe daargewerkt metdezogenaamdeoppervlaktefunctievandegegeven
snelheidsfunctie:We laten elke willekeurig tijdstip t overeenkomenmet de afgelegde
afstandna t seconden.Dezeafgelegde afstandkunnenwe zien als eengeöriënteerde
oppervlakte.

t DE s= t >�?)@CB B BB B B : : : : : : : d : : :
Wat doetzo’n oppervlaktefunctiedus?
Ze laatmetelk tijdstip t deovereenstemmendeoppervlakteovereenkomen(oppervlakte
gemetentussentijdstip .... en tijdstip ...., de ...-asende ..............-grafiek).Dezeopper-
vlaktegeeftin dit geval de...................nat seconden.
Merk op: bij de laatstenotatiezijn we verplicht eenandereintegratieveranderlijke u te
gebruiken.Jekunt immersniet zeggen:’ t varieerttussendegrenzen0 ent ’

23
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Bij het badwaterleverdede oppervlakteonderde grafiekons.....................op. Met de
integraalnotatiegeeftdit:

t FGIH H H J t K
L)MCN N NN N N H H H H H H H d H H H
We hebbendusweereenfunctiedie eentijdstip laatovereenkomenmeteenoppervlakte
(voorzienis vaneenteken!!!!). Wat geeftdezeoppervlakteweer?
...............................................................

2.2 Definitie eneigenschap

In hetalgemeenis deoppervlaktefunctieOf vaneenfunctie f , de functiedie met
elke waardevanx deovereenstemmendegeöriënteerdeoppervlaktevanhetgebied
tussendegrafiekvan f endeX-asmetalsgrenzen0 enx weergeeft. Symbolisch:
Of J xK�L)O x

0 f J uK du

Afhankelijk van het vraagstukheeft dezeoppervlakteeenanderebetekenis (afgelegde
weg, volume,...)
Als degegeven(snelheids-,debiet-,...)grafiekeenrechteis (of uit rechtestukkenbestaat),
is hetniet zomoeilijk om deoppervlaktefunctieOf J xK te vinden

X

Y

x1

1

x

Of J xK�L)O N N NN N N H H H H H du LPH H H H H
D J Of J xKQL)H H H H H H K�L)H H H H H
Wat valt erop???...............................................
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Waarhebbenwenogzo’n verbandgezien?.........................

InderdaaddaarhaddenweD R S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S TVUPS S S S S S S S S S S S S S S S S , dusweer
D R S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S TWUPS S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S
Hieruit blijkt dusnogmaalsdat:

DOf R xT�UPS S S S
Dit betekent dat voor de functie f R xTXU 1

4x2 Y 1, waarmeewe vorig hoofdstukhebben
afgesloten,geldt: Of R xTQUPS S S S S S S
Indienwe nu Of R 4T berekenen,vindenwe .....................enstemtdit overeenmetdebe-
naderingendiewe toengevondenhebben?....

Dusdeomslachtige’teken-enbenadermethode’kannu vervangenwordendooreenkor-
teremethode.Het komt er dusgewoonop neerdeoppervlaktefunctiete vinden. Opper-
vlaktefunctieszoekenis dusis eigenlijk hetomgekeerdevan.........................

2.3 Andereeigenschappen
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Berekeneenstamfunctieof ookprimitievefunctieF genoemdvandevolgendeveelterm-
functies f :
Reeks1:

1. f Z x[�\ 0

2. f Z x[�\ 2

3. f Z x[�\P] 3

4. f Z x[�\ 2x

5. f Z x[�\ 4x

6. f Z x[�\ x

7. f Z x[�\ 3x

8. f Z x[�\ 5x

9. f Z x[�\ 3x2

10. f Z x[�\ 6x2

11. f Z x[�\ 9x2

12. f Z x[�\ x2

13. f Z x[�\ 4x2

14. f Z x[�\ 5x2

15. f Z x[�\ 4x3

16. f Z x[�\ 8x3

17. f Z x[�\P] 4x3

18. f Z x[�\ x3

Reeks2:

1. f Z x[�\ 2x0

2. f Z x[�\ 4x0

3. f Z x[�\P] x0

4. f Z x[�\ 2x
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5. f ^ x_�` 3x2

6. f ^ x_�` 4x3

7. f ^ x_�` xn

Wevindendusdatdeprimitievefunctievan f ^ x_Q` xn gelijk is aan...............
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Reeks3:

1. f a xb�c 5x2

2. f a xb�c 6x3

3. f a xb�c 4x4

4. f a xb�c 5xd 2

5. f a xb�c 6xd 3

6. f a xb�c 4xd 4

7. f a xb�c xd 10


