Integralen



Hoofdstuk 1

Het integraalbegrip

1.1 Sprintendejagersenlangelopers

Sommig dieren van de grasvlakten zoalsolifanten, zijn door hun grootte gevrijwaard
tegenaarvallen,terwijl andee zoklein zijn dat zezich bestyermendoor zich in te graven.
\ele soortenzijn echter afhanlelijk vanhunsnelheidomaanhunvijandente ontkomen.
De snelheidvan eendier hangtaf van de grootte en de frequentievan zijn sprongen.
Hardlopels zoalspaardenhebberdanooklange benen.

De snelstesprinterter wereld is hetjachtluipaard. Zijn potenzijn korter dandie van het
paard, maardoor de meerflexibelewervellolom en gewrichten, kan hij lange sprongen
malen. In eentiental seconderkan hij op eensnelheidvan 110km/hkomenenhij houdt
die vol over eenafstandvan ongeveer500 m. Het jachtluipaard wordt echter gauwmoe
engeeftzijn prooi danmeestabp. Eenpaard haalt slectseentopsnelheidzan 70 km/h,
maarkandezesnelheickilometes lang aanhouden.

Eenjachtluipaardvordtuit zijn middagslaapjgenektdoorhetgeluidvanpaardehoeen.
Op hetmomentdathij wakker genog is om deachterwlgingin te zetten heefthetpaard
eenvoorsprongvan150m. Het paard,datop topsnelheiddraaft,is noglangnietaanhet
eindevanzijn krachten.
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We willen nu achtereevolgens:
1. De gegevensover desnelheidvanbeidedierenin grafiekbrengen.

2. Uitgaandevandezegrafiek,nagaarof hetjachtluipaarchetpaardinhaaltvooraleer
hetmoewordt.

\ We gaannu eerstde grafiek in orde brengen: \

e Wenemernt = 0 op hetogenblikdathetjachtluipaardn gangschiet.
e Brengopdegrafiek(zie volgendeblz.) degegevensvanhetpaardaanin hetblauw

e Vooraleerwe op de grafiekde snelheidvan hetjachtluipaardaanbrengemouden
we rekeningmethetvolgende:
Hetjachtluipaardkomtnietonmiddellijkoptopsnelheidhetduurt10svooraleerhij
dezetopsnelheidereikt.Dit optreklenzal gelijkmatigof lineair gebeurenBoven-
dien kan hetjachtluipaardzijn topsnelheidnaarvolhoudengedurendé00 meter
wat er dangebeuriatenwe voorlopigevenbuitenbeschouwing.

Aangezierop de X-asnietdeafstands uitgezetmaarwel de......... ,Zijn we eigen-
lijk nietzogeinteresseerid:

"hoeveelmeterkanhij zijn maximalesnelheidvolhouden”,
maarwel in

Bereleningen:(einduitkomstafrondenop 2 cijfers nadekomma)

Dushetjachtluipaarckangedurende......,......s zijn topsnelheid/olhouden.
Verwlledig nudegrafiekvoor hetjachtluipaardn hetrood.
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snelheid(km/h)
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Nu de grafielenin orde zijn, kunnenwe dezegebruilen om op zoekte gaannaareen
antwoordop devraag:

Haalt het jachtluipaard het paard in voor het moewordt?

Tusserde.....f ende.....,...¢ seconddoopt hetjachtluipaard00metermeteenconstante
snelheidvan...... km/h.

Berelen nu eensde 'oppervlakte’tussende grafiekvan hetjachtluipaarden de X-asin
hetbovenstaandéjdsintenal [10 s, .....,.... S]. Denker aandatje in dezelfdeeenheden
werkt, d.w.z. in metersenseconden.

Bereleningen:(einduitkomstafrondengeencijfers nadekomma)

Welke is deeenheidvandeze’opperviakte’'?.......................
Verwlgensberelenenwe de afstanddie hetjachtluipaardaflegt gedurendele eerstel0
secondenGedurendalezel0 secondemeemtde snelheidvan hetjachtluipaardgelijk-
matigof lineairtoevan...... km/htot...... km/h. Hetjachtluipaardegt in die 10 sdanook
everveelafstandaf alswanneerij constant..... km/hloopt.
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Berelennu hoereelmeterhetjachtluipaardaflegt gedurendelie eerstelOs.
Bereleningen:(op tweecijfers nadekomma)

Berelen ook nu weerde oppervlakteussende grafiekvan hetjachtluipaarden de X-as
gedurendelie eerstelOs.
Bereleningen:(op tweecijfers nadekomma)

Vemgelijk:
jachtluipaard| afgelggdemeters| bijhorendeopperviakte
0-10s | .. T
10-....,....8 | e
totaal | ... T
Conclusie:

Indienwe eengrafiekhebbenwaarbijdetijd op de X-aswordtvoorgesteldenwaarbijde
snelheidop deY-aswordtvoorgesteld kunnenwe gemaklelijk:

de afstand berekenendoor de bijhorende...................1e berekenenvan de gebieden
gelegentussende...........ccoee...... ende....-as.En dit in het bijhor ende......-interval.
We stellen dus vast dat we afstandenkunnen terugvinden als ......................4 onder

de snelheidsgrafiek.

Dusvooraleemetjachtluipaardnoewordt, heefthet............ m afgeleyd.

Nu is natuurlijk devraag: hoeveelmeterheefthet paardintusserafgeleggd? Met intussen
bedoelerwe dusna.............. s. Houd ook rekeningmetde voorsprongdie het paardal

hadvooraleethetjachtluipaardn actieschoot.

Gebruik nu het verbandtussenoppervlakteen afstandom te berelenenhoeveel meters
hetpaardheeftafgelegd vooraleerhetjachtluipaardnoeis.
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Bereleningen:

e afstanddie hetpaardaflegt vanafhet momentdat hetjachtluipaardn actie schiet
tot hetmomentdathetjachtluipaardnoeis:

o totaleafstanddie hetpaardgeloperheeftsindshetpasserenanhetslapendgacht-
luipaardtotdathetjachtluipaardmoeis .................... m

In plaatsvanafstanderte berelenen kunnenwe dusook gevoonde oppervlaktegussen
degrafielenende X-asin debetrefendetijdsintenallenberelenen.Denker danwel aan
datje bij deopperviaktehorendebij hetpaard,devoorsprongran 150 meterniet vergeet
optetellen.

Zo zien we dat we eenfysica-probleenkunnenherleidennaareen puur opperviakte-
probleem.

Nu kunnenwe de afgelegde metersvan paardenjachtluipaardvergelijkenom te zien of
hetpaardzal opgepeuzelavorden:

Het paardheeftsindshetpassereranhetslapendgachtluipaarddus........... m afgeleyd.

Hetjachtluipaardzetdeachterwlgingin enloopt............... m. Dit is duswel/nietgenog

om hetpaardin te halen.Op hetmomentdathetjachtluipaardnoewordt, is zijn afstand
tot hetpaardongeveer....... m.

Na 10 s heefthetjachtluipaardzijn maximalesnelheiddusbereikt,verwlgensheefthet
gedurende..... s dezemaximalesnelheidaangehoudenWaarschijnlijkzal hetjachtlui-
paardna26,36s niet plotsstilstaan.

Stelnu dat zijn vertraging door vermoeidheidevengrootis als zijn versnelling
bij het’optr ekken’. Haalt het jachtluipaard het paard danin?

Herneem(op devolgendeblz.) de grafiekenvul nuaanmetdevertragingvanhetjacht-
luipaard.
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De grafielen van beidedierensnijdenmekaantweemaal. Wat is de betelenisvan deze
snijpunten?

e Heteerstesnijpuntmerkenwe op rond 6 secondemahetin actieschietenvanhet
jachtluipaard Verwoord nuwat dit snijpuntin 'mensentaalbetelent.

e Hettweedesnijpuntmerkenwe op rond 30 secondema hetin actie schieternvan
hetjachtluipaard Geefweerdebetelenisaanvandit snijpunt.

Hetis vooraldit laatstesnijpuntdatonserg interesseertWantvanafdit momentioopt het
....................... tragerdanhet....................Als het................op dit momentnognietis
ingehaaldzal hetdannogtenprooikunnenvallen?............

Steldathetpaardwel is ingehaalddanzal hetopgegetenwordenenzal hetdusnietmeer
verderlopen!

We gaande oppervlakterdusvemelijkentot aan........................
Bereleningen:
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Conclusie: Gedurendeijn topsnelheids het jachtluipaarder wel/nietin geslaagdet
paardin te halen. De vertragingvan het jachtluipaardis van die groottedat het paard
wel/nietingehaaldvordt tijdensde vertraging,duswel nogvoor detijd datbeidedieren
dezelfdesnelheidhebben.

Onzekennisuit hetvijfde jaar, tesamemmet het jacht-avontuur geeftons het volgende
overzicht:

overzicht vijfde jaar jachtluipaard
gegeven | afstand.f.v. tijd snelheid.f.v. tijd
methode afleiden opperviakteberelenen
resultaat snelheid afstand
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1.2 Eentractor eneenmotor

Op hetmomentdat eenmotorrijder vertrekt, rijdt er juist eentractor voorbij. In onder
staanddiguur zijn de snelheidsgafielenvandetractor ende motor samengbracht.

snelheidm/s)

15 - motor
10 -
8 r—— T T T T T T T T T T T T T T T T T " Yractor
5 -
0 10 20 30 40 50 td(s)

Gevraagd:
Nahoeveelseconderfop honderstemauwleurig) haaltde motordetractorweerin?
Bereleningen:(gebruikje kennisi.v.m. de oppervlakte)

Wegenseenonvoorzichtevoetgangemoetonzemotorrijderna60 secondemplotselingop
deremduwen. Dit geeftde snelheidsgrafiebp de volgendebladzijde.Los m.bv. deze
grafiekdevolgendevragenop:

1. Hoelangduurthetvoor de motorrijderstilstaat?......

2. Maakeen(ruwe)schattingvanderemwe (dit is deafstanddie de motornogaflegt
alvorensstil te staan).
Schatting:

3. Waaromkunnenwe dezeremwey nietexactberelenen?
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snelheidm/s)

15

0 60 65 tid (s)

4. We gaan(illustratie zie volgendeblz.) nu de afzonderlijle afstanderbekijken die
tijdenselke secondevan hetremmenwordenafgelegd. Ook hier hebbenwe weer
persecondesenoppervlaktevaaroor we geenformule hebben.Om dit probleem
op te lossengaanwe rechthoekjedouwendie weliswaarte klein zijn, maardie als
eeneerstebenaderingyoor deremwey kunnenbeschouwadvorden.De hoogtevan
elk rechthoekjewvordt bepaalddoorde...........ccccoeeeees snelheid hetbetrefende
tijdsintenal.

Bereleningen:
remafstandhfgeleydtijdensde eersteseconde:

remafstandifgelgdtijdensdetweedeseconde:
remafstandifgelgdtijdensdederdeseconde:
remafstandifgelegdtijdensdevierdeseconde:
remafstandhfgeleydtijdensdevijfde seconde:

totaal:
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snelheidm/s)

15

tijd (s)

snelheidm/s)

15 -

10

tijd (s)

5. We merkenop datwe bij dezemethodeniet helemaakorrectzijn, de oppervlakten
vanderechthoekjebepalemiet de exacteopperviakten We kunnende gemaakte
foutenverkleinendoor meerrechthoekjede bouwenop kleineretijdsintenallen.
Laatonsdit eensdoenvoor tijdsintenallenvaneenhalve seconde:
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snelheidm/s)

15

10 -

0 60 65 tid (s)

Bereleningen:

6. Teken(bereleningerhoevenniet)dit procédéroortijdsintenallenvaneenkwartse-
conde.

snelheidm/s)

15 -

tijd (s)
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7. Omhelemaakxactte zijn, zoudernwe.................. (hoeveel?)rechthoekjesnoeten
tekenenwaanande breedtedanook heel.......... wordt. Als we n hetaantalrecht-
hoekjesnoemendanzoudenwe de opperviaktekunnenschrijven als de volgende
limiet:

r!in (somvanoppervlakterrechthoekjes)

Jehebtwaarschijnlijkondenondendathetberelenenvande oppervlaktervande recht-
hoekjesnog niet helemaakxactverloopt,omdatwe de hoogtevande rechthoekjesnaar
bij benaderingkunnenaflezen.

Dit probleemwordtlateropgelostalswe gaanwerken metfunctievoorschriften.

Hetverschilmethetjachtluipaardenhetpaard,s datwe bij hetberelenenvanderemat-
standvande motorniet meervoldoendehebberaanonzegekendeopperviakteformules.
Om die remafstandoch te kunnenberelenen,hebbenwe blijkbaar hetbegrip limiet en
deopperviaktes vanrechthoelen nodig.

Samengeat:

Indien we geenformules hebbenom eenmoeilijk e opperviakte te berelenen,kun-
nenwe gebruikmakenvangemakkelijk e sommenvanoppervlaktesyanrechthoekn.
Indienwe hetaantalrechthoekje®nbeperkt latentoenemenkomenwe in de limiet
aandeexacteoppervlakte.
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1.3 Het badwater

's Zaterdagmneemtde heer O.M. Zeepzijn wekelijks bad. Met eenruk draait hij de
badkraaropen.Hetwaterstroomtin hetbadmeteendebietvan20 liter perminuut. Na5
minutenis hetbadbijnavol genog; zachtjeggedurendeenheleminuut) draaitde heer
Zeepde kraandicht. Hij wastzich 10 minutenlang endantrekt hij de stoper uit. Het
waterstroomtweg meteendebietvan 10 liter perminuut.

Gevraagd:

1. Tekendegrafiekdie hetdebiet(l/min) uitdruktin functievandetijd (min).
debiet(l/min)

20 -
10 A

0

5 10 15 po tid (min)
_10 .

2. Bij dezegrafiek(hetdebietalsfunctievandetijd) hoorthetvolgendevoorschrift:

............. (also<t<bh)
............. (als5<t<6)
............. (als6 <t <16)
............. (als16<t)

(t in minuten,D in liter/minuut)
Redeneringen:

3. Schrijf in bijgevoegdetabelde hoereelheidwaterdie zich in het bad bevindt op
deaanggeventijdstippen. Uit devorige voorbeelderhebbenve geleerddatje uit
eensnelheidsgrafieke afstandkan bepalerdoorde oppervlaktee berelenen.We
werkennu meteendebiet,dit is de hoeveelheidwaterdie perminuutstroomt.Dus
eigenlijkis dit ook eensnelheid De opperviakterdie je gaatberelenenhebbemiet
dedimensievancn?, maarwel van......
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tijd hoeveelheidwater
1 min
5min
6min | ...
15min| ...
20min| ...

4. Stelnuhetvoorschriftop vandehoeveelheidwateralsfunctievandetijd. Gebruik
hier devolgendefigurenvoor:

debiet(l//min)

20

10 f

0

5 10 15 po tid (min)
10 A -

volumewater= oppervlakte..................
DusV(t)=........... (als0<t<5)

debiet(l/min)

20
10 A
O It T T I d .
10 15 20 td (min)
-10 - -
volumewater= oppervlakte................. + opperviakte..........

Bereleningen:

DusV(t)=....covvvviinenn, (@ss5<t<06)
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debiet(l/min)

20 A
10 A
O T T T I d .
5 10 15 20 td (min)
-10 A
VOIUMEWALEI= ...
Bereleningen:
DusV(t)=........... (als6 <t <16)
debiet(l/min)
20 A
10 A
O T T T ! d .
5 10 15 20 td (min)
_10 -
volumewater= oppervlakte.................— opperviakte

Bereleningen:

DusV(t)=............... (als16<t)
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Samengeat:
............... (als0<t<5) (rechthoek)
V)= (als5<t<6) (rechthoekt .........cc.eee... )
............... (@ls6<t<16) (ceveeeernnnnn)
............... (als16<t) (e )

(tin minuten,V in liter/minuut)

5. Vemelijk dit voorschriftvoor hetvolumemethetvoorschriftvoor hetdebiet.
Denkeengerugaande leerstofvanhetvijfde jaar, welk verbandzie je tusserdeze

Rekendit na:

6. Wanneeiis hetbadweerhelemaaleeg?
Bereleningen:

7. Waternieuwwasin dit laatsteprobleemwashetfeit datje hier deeneoppervlakte
(hetwaterdatin hetbadloopt) positieftelt ende andereopperviaktg hetwaterdat
uit het bad wegloopt) negatiefin rekeningbrengt. Waarschijnlijkis dit de eerste
keerdatje geconfronteeravord meteenoppervlakte die negatiefwordtgeteld!!!
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1.4 Eindelijk.... het begrip bepaaldeintegraal

Nadezedrie problemeropgeloste hebbenwordthettijd omeenenanderop eenrijtje te

zetten.De behandeld@roblemerkomeneigenlijk drie keerop hetzelfdeneer:nl. op het
berelenenvan................... TUSSEN. ..o BN . endit

telkensin hetbetrefende..................... In hetlaatsteprobleemmoesternwe bovendien
nogrekeninghoudenmethetfeit of we bovenof onderde X-aswerkten.

1. Voor heteersteprobleemmethetjachtluipaarden hetpaardkondenwe onsbehel-
penmetonzegekendeopperviakteformulesit delagereschool.

2. Voorhettweedeprobleemmetdemotorendetractorlietendeopperviakteformules
onsin desteek.We benaderdedaareenmoeilijke opperviaktedooreengemakle-
lijk e som. Als we dezesomnamenvoor oneindigveelrechthoekjeskregenwe de
exacteoppervlakte We vondendaar:

rI]i_r>n00 (somvanoppervlaktermrechthoekjes)

waarbijn hetaantalrechthoekjesoorstelde De breedtevanzo’n rechthoekjeverd
dannatuurlijk................

3. Voor hetlaatsteprobleemmet het badwaterhaddenwe noodaaneenoppervlakte
negatief te tellen. Dus we hebbeneenbegrip nodig dat iets zegt over de opper
vlakte, maardat er ook nog bij zegt of we dezeoppervlaktepositief of negatief
moetentellen. Om dit korter uit te drukken zullenwe in hetverwlg sprelenvan
eengeoriénteerdepperviaktewaarmeeve dusdeoppervlaktebedoelendie voor-
zienis vaneenteken.

Dezesamenattingleidt onsnutot hetwiskundigbegrip bepaaldeintegraal.



HOOFDSTUK1. HET INTEGRAALBEGRIP 19

De bepaaldentegraalvandefunctie f tusserdegrenzera enb, genoteerd

/abf(x)dx

is gelijk aande somvandegeoriénteerdeppervlaktervande gebiedertussen
e degrafiekvan f
e deX-as

e derechterx =aenx= b (evenwijdigmetdeY-as)

Dusop bovenstaandéskeningbetelentdit:
fg FX) OX = et

Kortweg gezed is deintegraalduseenopperviaktevoorzienvan eenteken. Eenopper
vlakteis op zich altijd eenpositieve grootheid terwijl eenintegraalook negatiefkanzijn.

Misschienvind je de notatieeenbeetjevreemd,daaromde volgendetoelichting:

In hetvoorbeeldvande motorendetractormoesterwe om deoppervlaktae kunnenbe-
rekenendemoeilijke oppervlaktebenaderedooreengemaklelijke somvanopperviakten
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vanrechthoekn. Indienwe hetaantalrechthoeknoneindiglietentoenemerkwamenwe
zo tot de exacteoppervlakte. Eigenlijk moesterwe duseenoneindigesom maken van
oppervlaktervanrechthoekn.

Hetintegraaltelenop zich: [ komteigenlijk vaneenlanggerektes vanSom,hetstelteen
oneindigeSomvoor.

Eenoneindigesomvanwat? Van oppervilaktenvanrechthoekjeslie oneindigsmalwor-
den.Hetoppervlakvanzo eenrechthoekjevordtgegevendoor:

opp(rechthoekje)=# (x)dx,

waarbij f (x) de hoogtevanhetrechthoekjeveegeeftendx de notatieis voor eenonein-
dig kleine breedtevolgensde X -as.

Dus f;’ f (x) dx stelteenoneindigesomvan oppervlaktervanrechthoekjesoor, waarbij
de oppervlaktepositief wordt geteldindien we boven de X-aswerken en negatiefwordt
geteldindienwe onderde X-aswerken.

1.5 Tijd omdit begrip in te oefenen!

1. Noteerdegearceerdepperviaktenetdeintegraalnotatieenberelenverwlgensdie
opperviakte.
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2. Maakeenschetsnberelen:

(@) /_ 12 2xdx



HOOFDSTUK1. HET INTEGRAALBEGRIP 22

3. Eenfunctievandetweedegraadstelteen........................ VOOr.
In hetvierde jaar hebbenwe dezefunctiesbestudeerd.In het algemeens zo’'n
functievandevorm: y = ax2 + bx+c.

o Afhankelijk vanhettekenvan............ haddenwve een’lachendebf een’zure’

e Als..... > 0, danhebbenveeen.......c.cccoeveneen...
Als ..... < 0,danhebberweeen.........ccccceveunn..

e Detopbevindt zichin hetpuntmetcoérdinaterf........ peeeeeees ).

e De snijpuntenmetde X-asvind je door...... gelijk te stellenaan0.
De snijpuntenmetdeY-asvind je door........ gelijk te stellenaanO.

41
/(—x2+1)dx
0 4

(a) Arceerdeopperviaktadie bij dezeintegraalhoort.

(b) Netzoalsin hetvoorbeeldvan de remweg voor de motor, gaanwe nu de op-
pervlakteberelenenm.hv. eenbenaderingyanopperviaktervan.................
We gaannu echterde hoogtesvanderechthoekn niet meten,maarexactbe-
rekenen. Dit gaatnu omdatwe het functievoorschriftgegeven hebben.Doe
dit achtereevolgensvoor 2 rechthoekn,4 rechthoeknen8 rechthoekn.
Samenmatting:

e Benadering/oor 2 rechthoekn: .....
Benadering/oor 4 rechthoekn: .....
Benaderingroor 8 rechthoekn: .....
Benaderingroor 4 096rechthoekn: 9,33138...
Benaderingroor 8 192rechthoekn: 9,33235...

Dus als menhetaantalrechthoekjesaattoenemenzal de benaderingsteeds
verbeterenmaaraltijd onderde werkelijke oppervlakteblijven. Uit boven-
staandoverzichtkan menal zeker besluitendat de eerste3 cijfers juist zijn.
Waarschijnlijkzal dewerkelijke oppervlakte.............. zijn.



Hoofdstuk 2

Oppervlaktefunctie

2.1 Met eenoppervlakte kunnen we veeldoen

In hetvraagstukvan hetjachtluipaarden het paardhebbenwe, uitgaandevan de snel-
heidsgrafiekafstanderkunnenberelenen. Als we bijvoorbeeldde gelopenafstandwil-
denkennenvan hetjachtluipaardna 30 secondenberelendenwe de opperviaktetussen

de...-as,d€.....ccccciiiiiiiiiii enin hettijdsintenal [.....,.....]. Nu ge-
schrezenmetintegralengeeftdit:
s(30) = / ....... d... = gedrienteerdepperviaktgussen......................

In feite hebbenwe daargewerkt metde zogenaamdeppervlaktefunctieran de gegeven
snelheidsfunctie:We laten elke willekeurig tijdstip t overeenkbmenmet de afgeleyde
afstandnat seconden.Deze afgelegde afstandkunnenwe zien als eengetriénteerde
opperviakte.

tn—)S(t)z[u ....... d...

Wat doetzo’n oppervlaktefunctielus?

Ze laatmetelk tijdstip t de overeenstemmendgppervlakteovereenkbmen(opperviakte
gemetertussertijdstip .... entijdstip ....,de...-asende............... -grafiek) Dezeopper

vlaktegeeftin dit geval de.................. nat seconden.

Merk op: bij de laatstenotatiezijn we verplichteenandereintegratieveranderlijle u te

gebruilen. Jekuntimmersnietzeggen:’t varieerttusserde grenzerd ent’

23
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Bij hetbadwaterleverdede oppervliakteonderde grafiekons..................... op. Met de

integraalnotatiegeeftdit:

We hebberdusweereenfunctie die eentijdstip laatovereenkbmenmeteenopperviakte
(voorzienis vaneenteken!!!!). Wat geeftdezeopperviakteveer?

2.2 Definitie eneigenschap

In hetalgemeeris de oppervlaktefuncti®©; vaneenfunctie f, defunctie die met
elke waardevanx de overeenstemmendgedriénteerdepperviaktevanhetgebied
tussernde grafiekvan f ende X-as metalsgrenzern0 en x weegeeft. Symbolisch:

O¢(x) = f§ f(u)du

Afhankelijk van het vraagstukheeft dezeopperviakteeenanderebetelenis (afgelegde
weg, volume,...)

Als degegeven(snelheids-gdebiet-,...)grafiekeenrechteis (of uit rechtestukkenbestaat),
is hetnietzo moeilijk om de oppervlaktefuncti®s (x) te vinden

Y

D(Of(X) =...... )= ...
Watvalt erop???....ccoi
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Inderdaaddaarhaddenve D(..........cccoeverviniiniennnen. )= e , dusweer

Hieruit blijkt dusnogmaalgat:

DOt (X) = ....

Dit betelent dat voor de functie f(x) = %lxz-i— 1, waarmeewe vorig hoofdstukhebben
afgeslotengeldt: O¢ (x) = .......

Indienwe nu O¢ (4) berelenenyindenwe..................... enstemtdit overeenmetde be-
naderingerdie we toengevondenhebben?...

Dusdeomslachtigéteken-enbenadermethoddian nu vervangerwordendoor eenkor-

teremethode.Het komt er dusgevoon op neerde oppervlaktefunctig¢e vinden. Opper
vlaktefunctieszoelenis dusis eigenlijk hetomgeleerdevan.........................

2.3 Andereeigenschappen
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Bereleneenstamfunctieof ook primitieve functieF genoemdrandevolgendeveelterm-

functiesf:
Reeksl:

> >
o N I « <
I I I I I
X OX X X X
N’ N’ N’ N’ N’
Y— Y— Y— Y— Y—
" o o < w

7. f(x) =3x

8. f(x) =5x

9. f(x)=3%?

6x2

10. f(x)

NG

11. f(x)

12. f(x) =x2

= 4x?

13. f(x)

5x2

14. f(x)

15. f(x) = 4x3

16. f(x) = 8x3

17. f(x) = —4x®

18. f(x) =x3

Reeks2:

1. f(x) =23

2. f(x) =40

3. f(x)=—

4. f(x) =2x



HOOFDSTUKZ2. OPPER/LAKTEFUNCTIE

5. f(x) =3x?
6. f(x) =43
7. f(x)=x"

We vindendusdatde primitieve functievan f (x) = x" gelijk is aan

27
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Reeks3:

X X X X X
N’ N N N N
Y— Y— Y— Y— Y—

X—lO

7. f(x)



